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Curves

Figure 16.1.

Car design: curves are used to design cars such as the the Ford Synergy

2010 concept car. Source www.ford.com/concept.
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16.1 Parametric Curves
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Sketch 154.

A Bézier polygon.
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Sketch 155.

The de Casteljau algorithm.
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Figure 16.2.

Bézier curves: two examples.
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16.2 Properties of Bézier Curves
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Figure 16.3.

Bézier curves: as the control polygon rotates, so does the curve.
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Figure 16.4.

Bézier curves: the curve lies in the convex hull of the control polygon.
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Figure 16.5.

Bézier curves: the curve lies inside the minmax box of the control polygon.

16.3 The Matrix Form
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16.4 Derivatives
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Sketch 156.
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Sketch 157.

A second derivative vector.
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16.5 Composite Curves
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Sketch 158.

Smoothly joining Bézier curves.
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16.6 The Geometry of Planar Curves
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Figure 16.6.

Bézier curves: the letter “D" as a collection of cubic Bézier curves. Only one

Bézier curve is shown.
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Sketch 159.

Tangents on a curve.
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Figure 16.7.

Bézier curves: an inflection point is marked on the curve.
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Figure 16.8.

Bézier curves: a cubic with two inflection points.

16.7 Moving along a Curve
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Figure 16.9.

Curve motions: a letter is moved along a curve.
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Sketch 160.

Sliding along a curve.

��� ��	��� ��� 
� 	��� �� ������ ����� =� ��� ���� �� ��	�����
�� �
C���
 	��� �	 ��� ������ �	
� �� � ����� �� � �����
 ��� ���



���������� ����� � ����� ���

���� �� ���� �	 ��� ����� ��� ��� ������	 ������� ������=� �; �	 ��� �������
 ���� 	����� ��Q�� � �� 
� � ������ ���

���������� �� ���

M �	��� ��� ����� ���������� 	�	��� ���� ������
;456 ��� , �;J�.
�@�	
 ��� ��� ��	����� ��� �
C��� �	 ��� �����������

��� 	��� 	���� �	 ��� �������� �� HG� =� ��� ��� � ����� �� ���
����� ��� ��	 �������
 ��� �@��� �������� �� ���� �
C��� �����
��� 
� Q@��B �� ����� 	���� ������ ������ ��� �������� 0�� �����
�	 � ������ ��� �� ��	����� �
C���	 ����� � HG ������ A� �����
����� �� ��� �����
 �� ��� ��Q�� � #� 1#  ���"�$1�� +N+��� �	
������	�>�� ��� ����� �� ��� ����� 
� ;456B �� ��� ���� �� 	�� �� �
����� ���������� 	�	��� ��Q��� 
� ����� ������	 �KJ �LJ �M � 
��

������ ��� /G �@�����
 �� 	�� �K �� 
� �� ��� ������� ���������B�K 7 �;456� =� ��� ����� ���	 ��� ���� �� ��������� ����� �� 5

���� �;456 ��� �;456 ���� ��� 
� ���������� ���	 ����	 ���� ����
	��� � �����
 ��� ���� ������	 ������ �	 ����� 
� �;456��;456� ���
������ ���� ��� 	��� ��	��� ������������ �� ���� ��� ������	
������ ��� �� ��� ����� ���������� �@�	
 ������ �M � ��� �����


� ��� ���
 ��	 � ����2 �� �	 ������ ��� �+ (#1��$% '#1$� ��
3456� ����� �� ���� ��� ���������� �@�	
 ������ �K ��� �M 
 ��
�	 ��� ���� �� ���� �� ���� ��� ��������� �@�	
 �� C�	� 	���L 7 �K � �M � ���	 ��� ����� ����� �� ��� ����� 4�	 ���� �	 �� �	
��� �� ��������� �����6
 ����� �@�	�	 �� ���������� ����������
	�	���� =� �	 ��	������ �� �	� ���������� �@�	 �� ���� ������

��� ���� �� ����

�K 7 �;456
� �;456�

J 4�����6

�M 7 �;456 � �;456
� �;456 � �;456�

J 4����/6

�L 7 �K � �� < 4����H6

���	 	�	��� ���� ����� ������ ;456 ��� ���������� �@�	 �KJ �LJ �M
�	 ������ ��� ���$�� ��1�� �� ��� ����� �� ;456� �������� ����

��� 	
 � �
��
��� 	
�
 � � ��
��
�� ��



��� ������
��� ���� �� 
����� �����	
 �� ��� ��� ��	����� �
C���	 ����� �
HG ������ ��� 
����� ������For

Sketch,
see
book

Sketch 161.

A Frenet frame.

Figure 16.10.

Curve motions: a robot arm is moved along a curve. Courtesy of M. Wagner,

Arizona State Universtiy.
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16.8 Exercises
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