Contents

0.1 Preface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1 Descartes’ Discovery 9 1.1 Local and Global Coordinates: 2D . . . . . . . . 10 1.2 Going from Global to Local . . . . . . . . . . . . 14 1.3 Local and Global Coordinates: 3D . . . . . . . . 17 1.4 Stepping Outside the Box . . . . . . . . . . . . . 18 1.5 Creating Coordinates . . . . . . . . . . . . . . . . 19 1.6 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2 Here and There: Points and Vectors in 2D 23 2.1 Points and Vectors . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 2.2 What’s the Difference? . . . . . . . . . . . . . . . 26 2.3 Vector Fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 2.4 Combining Points . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 2.5 Length of a Vector . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 2.6 Independence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 2.7 Dot Product . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 2.8 Inequalities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 2.9 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3 Lining Up – 2D Lines 45 3.1 Defining a Line . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 3.2 Parametric Equation of a Line . . . . . . . . . . 47 3.3 Implicit Equation of a Line . . . . . . . . . . . . 49 3.4 Explicit Equation of a Line . . . . . . . . . . . . 53 3.5 Converting between Parametric and Implicit Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.5.1 Parametric to Implicit . . . . . . . . . . . 54 3.5.2 Implicit to Parametric . . . . . . . . . . . 54 3.6 Distance of a Point to a Line . . . . . . . . . . . 56 3.6.1 Starting with an implicit line . . . . . . . 57 3.6.2 Starting with a parametric line . . . . . . 59 3.7 The Foot of a Point . . . . . . . . . . . . . . . . 61 3.8 A Meeting Place – Computing Intersections . . . 62 3.8.1 Parametric and Implicit . . . . . . . . . . 63 3.8.2 Both Parametric . . . . . . . . . . . . . . 66 3.8.3 Both Implicit . . . . . . . . . . . . . . . . 67 3.9 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4 Linear Maps in 2D 71 4.1 Skew Target Boxes . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 4.2 The Matrix Form . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74 4.3 More about Matrices . . . . . . . . . . . . . . . . 75 4.4 Scalings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 4.5 Reflections . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 4.6 Rotations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 4.7 Shears . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 4.8 Projections . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 4.9 Areas and Linear Maps: Determinants . . . . . . 89 4.10 Composing Linear Maps . . . . . . . . . . . . . . 93 4.11 More on Matrix Multiplication . . . . . . . . . . 97 4.12 Working with Matrices . . . . . . . . . . . . . . . 99 4.13 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

5 2 � 2 Linear Systems 103

5.1 Coordinate Transformations . . . . . . . . . . . . 104 5.2 The Matrix Form . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 5.3 A Direct Approach: Cramer’s Rule . . . . . . . . 106 5.4 Gauss Elimination . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 5.5 Undoing Maps: Inverse Matrices . . . . . . . . . 110 5.6 Unsolvable Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 5.7 Underdetermined Systems . . . . . . . . . . . . . 117 5.8 Homogeneous Systems . . . . . . . . . . . . . . . 117 5.9 Numerical Strategies: Pivoting . . . . . . . . . . 119

5.10 Defining a Map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 5.11 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

6 Moving Things Around: Affine Maps 123 6.1 Affine and Linear Maps . . . . . . . . . . . . . . 124 6.2 Translations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125 6.3 More General Affine Maps . . . . . . . . . . . . . 126 6.4 Mapping Triangles to Triangles . . . . . . . . . . 128 6.5 Composing Affine Maps . . . . . . . . . . . . . . 130 6.6 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

7 Eigen Things 139 7.1 Fixed Directions . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141 7.2 Eigenvalues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141 7.3 Eigenvectors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143 7.4 Special Cases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145 7.5 The Geometry of Symmetric Matrices . . . . . . 148 7.6 Repeating Maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150 7.7 The Condition of a Map . . . . . . . . . . . . . . 153 7.8 Higher Dimensional Eigen Things . . . . . . . . . 154 7.9 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

8 Breaking It Up: Triangles 159 8.1 Barycentric Coordinates . . . . . . . . . . . . . . 160 8.2 Affine Invariance . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162 8.3 Some Special Points . . . . . . . . . . . . . . . . 163 8.4 2D Triangulations . . . . . . . . . . . . . . . . . 165 8.5 A Data Structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166 8.6 Point Location . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168 8.6.1 Point Location Algorithm . . . . . . . . . 169 8.7 3D Triangulations . . . . . . . . . . . . . . . . . 169 8.8 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

9 Conics 173 9.1 The General Conic . . . . . . . . . . . . . . . . . 174 9.2 Analyzing Conics . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177 9.3 The Position of a Conic . . . . . . . . . . . . . . 179 9.4 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182

10 3D Geometry 183 10.1 From 2D to 3D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184 10.2 Cross Product . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186 10.3 Lines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191 10.4 Planes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192 10.5 Scalar Triple Product . . . . . . . . . . . . . . . 197 10.6 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

11 Interactions in 3D 201 11.1 Distance of Point and Plane . . . . . . . . . . . . 202 11.2 The Distance between Two Lines . . . . . . . . . 203 11.3 Lines and Planes: Intersections . . . . . . . . . . 205 11.4 Intersecting a Triangle and a Line . . . . . . . . 207 11.5 Lines and Planes: Reflections . . . . . . . . . . . 208 11.6 Intersecting Three Planes . . . . . . . . . . . . . 209 11.7 Intersecting Two Planes . . . . . . . . . . . . . . 211 11.8 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212

12 Linear Maps in 3D 215 12.1 Matrices and Linear Maps . . . . . . . . . . . . . 216 12.2 Scalings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218 12.3 Reflections . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 220 12.4 Shears . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221 12.5 Projections . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223 12.6 Rotations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226 12.7 Volumes and Linear Maps: Determinants . . . . 231 12.8 Combining Linear Maps . . . . . . . . . . . . . . 233 12.9 Inverse Matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236 12.10Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237

13 Affine Maps in 3D 239 13.1 Affine Maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239 13.2 Translations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241 13.3 Mapping Tetrahedra . . . . . . . . . . . . . . . . 242 13.4 Projections . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245 13.5 Homogeneous Coordinates and Perspective Maps 252 13.6 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255

14 General Linear Systems 259 14.1 The Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260 14.2 The Solution via Gauss Elimination . . . . . . . 262 14.3 Determinants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269 14.4 Iterative Methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270 14.5 Overdetermined Systems . . . . . . . . . . . . . . 272 14.6 Inverse Matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274 14.7 The LU Decomposition . . . . . . . . . . . . . . 278 14.8 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281

15 Putting Lines Together - Polylines and Polygons283 15.1 Polylines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284 15.2 Polygons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285 15.3 Convexity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287 15.4 Types of Polygons . . . . . . . . . . . . . . . . . 288 15.5 Unusual Polygons . . . . . . . . . . . . . . . . . . 290 15.6 Turning Angles and Winding Numbers . . . . . . 291 15.7 Area . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293 15.8 Planarity Test . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295 15.9 Inside or Outside? . . . . . . . . . . . . . . . . . 296 15.10Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 299

16 Curves 301 16.1 Parametric Curves . . . . . . . . . . . . . . . . . 302 16.2 Properties of Bézier Curves . . . . . . . . . . . . 305 16.3 The Matrix Form . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307 16.4 Derivatives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309 16.5 Composite Curves . . . . . . . . . . . . . . . . . 311 16.6 The Geometry of Planar Curves . . . . . . . . . 311 16.7 Moving along a Curve . . . . . . . . . . . . . . . 314 16.8 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317

A Postscript Tutorial 319 A.1 A Warm-Up Example . . . . . . . . . . . . . . . 320 A.2 Overview . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323 A.3 Affine Maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 325 A.4 Variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 326

A.5 Loops . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 327 A.6 CTM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 328

B Selected Problem Solutions 333 B.1 Descartes’ Discovery . . . . . . . . . . . . . . . . 333 B.2 Here and There: Points and Vectors in 2D . . . . 334 B.3 Lining Up – 2D Lines . . . . . . . . . . . . . . . 334 B.4 Linear Maps in 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . 335 B.5 2 � 2 Linear Systems . . . . . . . . . . . . . . . 336 B.6 Moving Things Around: Affine Maps . . . . . . . 336 B.7 Eigen Things . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337 B.8 Breaking It Up: Triangles . . . . . . . . . . . . . 338 B.9 Conics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 340 B.10 3D Geometry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 340 B.11 Interactions in 3D . . . . . . . . . . . . . . . . . 342 B.12 Linear Maps in 3D . . . . . . . . . . . . . . . . . 342 B.13 Affine Maps in 3D . . . . . . . . . . . . . . . . . 343 B.14 General Linear Systems . . . . . . . . . . . . . . 345 B.15 Putting Lines Together - Polylines and Polygons 346 B.16 Curves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 346